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Abstract

We specify and give numerical results for two lower bounds and eleven upper bounds to the optimal
constant k0 = k0(n,α) in the inequality

‖u‖2n/(n−2α) ≤ k0 ‖∇u‖
α

2 ‖u‖
1−α
2 , u ∈ H1(Rn),

for n = 1, 0 < α ≤ 1/2, and n ≥ 2, 0 < α < 1.
This constant k0 is the reciprocal of the infimum λn,α for u ∈ H1(Rn) of the functional

Λn,α =
‖∇u‖α2 ‖u‖

1−α
2

‖u‖2n/(n−2α)
, u ∈ H1(Rn),

where for n = 1, 0 < α ≤ 1/2, and for n ≥ 2, 0 < α < 1.
Tables are given for k0(n,α) and the 13 bounds for n = 2, 3, 4, 5 and 10, and for α = 0.05, · · · , 0.95 with
increments ∆α = 0.005.

Moreover, we give numerical and asymptotic results of the zeros pV of

ln
(
n− p

p− 1

)
+

n− p

p(p− 1)
+ψ(p) −ψ(n+ 1− p) = 0,

ψ(x) =
d
dx
Γ(x)

Γ(x)
, x > 0, 1 < p < n, n ≥ 2,

which will be used for the upperbounds kI,2(n,α), kI,3(n,α) and kL,V (n,α) (nr. 8, 9 and 10).
Figures are given for k0(n,α) and the 13 bounds and for λn,α = 1/k0(n,α).

1 Introduction

Here, we present the results of some numerical evaluations for the optimal constant k0 = k0(n,α) in the estimate

‖u‖2n/(n−2α) ≤ k0 ‖∇u‖
α
2 ‖u‖

1−α
2 , u ∈ H1(Rn), (1)

for n = 1, 0 < α ≤ 1/2, and n ≥ 2, 0 < α < 1.
For n = 1, k0 is known explicitly (see Nagy (1941), Lieb & Thirring (1976), Veling (1982) and Veling (2002,

Lemma 2.1, (2.4)))

k0(1, α) = 2
ααα/2(1− α)−(1−α)/2(1− 2α)(1−2α)/2B

(
1

2
,
1

2α

)−α
, 0 < α < 1/2, (2)

k0(1, 1/2) = 1,
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where B(p, q) is the Beta Function

B(p, q) =

∫1
0

xp−1(1− x)q−1dx =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
, <p > 0, <q > 0. (3)

The value k0 equals the reciprocal value of the infimum λn,α of the functional Λn,α:

λn,α = inf
u∈H1(Rn)

Λn,α, with (4)

Λn,α =
‖∇u‖α2 ‖u‖

1−α
2

‖u‖2n/(n−2α)
, u ∈ H1(Rn), where 0 < α ≤ 1/2 if n = 1, and 0 < α < 1 if n ≥ 2. (5)

For completeness we list in the next Sections all two lower (k0(α) and k0(n,α)) and eleven upperbounds

(k0(n,α), k0(n,α), k0(n,α), kD,1(n,α), kD,2(n,α), kD,3(n,α), kI,1(n,α), kI,2(n,α), kI,3(n,α), kL,V(n,α) and
kB(n,α)).

2 Lower Bounds

2.1 Lower Bound 1

k0 > k0(α) =

[
αα

παeα(1− α)α
[
ln
(
1
1−α

)]α
]1/2

, n = 2, 0 < α < 1. (6)

2.2 Lower Bound 2

k0 > k0(n,α) =

[
1

nn

(
2

π

)2α
(n− 2α)

n−2α

]1/4
, n ≥ 2, 0 < α < 1. (7)

3 Upper Bounds

3.1 Upper Bound 1

k0 < k0(n,α) =
1

χ(α)

[
σn

2
B

(
n

2
,
n(1− α)

2α

)]α/n
kB

(
2n

n+ 2α

)
, n ≥ 2, 0 < α < 1, (8)

with χ(α) =
√
αα(1− α)1−α, (9)

with σn = 2πn/2/Γ(n/2), (10)

with B(p, q) defined in (3),

and with kB(p) =

[( p
2π

)1/p( p′
2π

)−1/p′]n/2
,

1

p
+
1

p′
= 1. (11)

See Nasibov (1990, Theorem 1), Nasibov (2005, Proposition 1) and Nasibov & Namazov (2013, Theorem 1).
Remark that

n = 2, B

(
1,
1− α

α

)
=

α

1− α
.

3.2 Upper Bound 2

k0 < k0(n,α) =
1

χ(α)

[
kB

(
n

n− 2α

)
k2B

(
2n

n+ 2α

)
‖G(x)‖n/(n−2α)

]1/2
, n ≥ 2, 0 < α < 1, (12)

with χ(α) defined in (9), kB(p) defined in (11),

and with G(x) =
K(n−2)/2(|x|)

|x|
(n−2)/2

, Kν is the Modified Bessel function. (13)
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See Nasibov (1990, Theorem 2) and Nasibov & Namazov (2013).
Remark that for n = 2, α = 1/2

‖G(x)‖2 =
(
2π

∫∞
0

K20(r)rdr

)1/2
= π1/2,

and for n = 3, and general α

‖G(x)‖3/(3−2α) =
√
π

2
(4π)(3−2α)/3

(
3− 2α

3

)2−2α [
Γ

(
6− 6α

3− 2α

)](3−2α)/3
,

because K1/2(x) =
√
π

2x
exp(−x).

3.3 Upper Bound 3

k0 < k0(n,α) =
1

χ(α)

1√
(1− α)

kB

(
n

n− α

)
kB

(
2n

n+ 2α

)
‖G(x)‖n/(n−α) , n ≥ 2, 0 < α < 1, (14)

with χ(α) defined in (9), with kB(p) defined in (11),

and with G(x) defined in (13).

3.4 Upper Bound 4

k0 < kD,1(n,α) = A(n,α)
γ, n ≥ 2, 0 < α < 1, (15)

with A(n,α) =
[
2α(n− α)

πn(n− 2α)2

]θ/2 [
1−

nα

2(n− α)

](n−2α)/(2n) [
Γ
(
n
α
− 1
)

Γ
(
n
α
− 1− n

2

)]θ/n , (16)

and with θ =
α(n− 2α)

2n− 2α− αn
, γ =

2n− 2α− αn

n− 2α
. (17)

3.5 Upper Bound 5

k0 < kD,2(n,α) = A(n,α)
αk0(n,α)

1−θ, n ≥ 2, 0 < α < 1, (18)

with A(n,α) defined in (16), k0(n,α) defined in (8),

and with θ =
α(n− 2α)

2n− 2α− αn
, defined in (17).

Compare Veling (2002, Theorem 1.7 (1.30)).

3.6 Upper Bound 6

k0 < kD,3(n,α) = A(n,α)
αk0(n,α)

1−θ, n ≥ 2, 0 < α < 1, (19)

with A(n,α) defined in (16), θ defined in (17),

and with k0(n,α) defined in (12).

Compare Veling (2002, Theorem 1.7 (1.30)).
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3.7 Upper Bound 7

k0 < kI,1(n,α) = 1/kV,1(n,α), n ≥ 3, 1/2 < α < 1, (20)

with kV,1(n,α) = k0

(
n,
1

2

)−α1
kT (n)

−(1−α1), α1 = 2(1− α), (21)

with k0(n,α) defined in (8),

and with kT (n) =
1

CT (n, 2)
=

1√
πn(n− 2)

[
Γ(n)

Γ
(
n
2

)]1/n , (22)

where CT (n, 2) is defined in (31).

See Veling (2002, Theorem 1.7, (1.30), θ′ = 1/2, θ′′ = 1, with the restriction n ≥ 3).

3.8 Upper Bound 8

k0 < kI,2(n,α) = 1/kV,2(n,α), n ≥ 3, αV < α < 1, (23)

with kV,2(n,α) = k0(n,αV)−α2kT (n)−(1−α2), (24)

with k0(n,α) defined in (8), kT (n) defined in (22),

and with α2 =
1− α

1− αV
, (25)

where αV follows from

αV = αV(n) =
n

2pV
, where pV is the solution of (26)

ln
(
n− p

p− 1

)
+

n− p

p(p− 1)
+ψ(p) −ψ(n+ 1− p) = 0, (27)

ψ(x) =
d
dx
Γ(x)

Γ(x)
, x > 0, 1 < p < n, n ≥ 2.

See Veling (2002, Theorem 1.7 (1.30), θ′ = θN (= αV), θ
′′ = 1, with the restriction n ≥ 3). See Section 4 for

numerical values of αV(n), n = 2, · · · , 10.

3.9 Upper Bound 9

k0 < kI,3(n,α) = 1/kV,3(n,α), n ≥ 3, αV < α < 1, (28)

with αV defined in (26),

with kV,3(n,α) = kL,V(n,αV)α2kT (n)−(1−α2), α2 defined in (25), (29)

with kL,V(n,α) = [αCT (n, 2α)]
α
, (30)

with CT (n, s) defined in (31), that is

CT (n, s) = n
1/s

(
n− s

s− 1

)(s−1)/s [
σnB

(n
s
, n+ 1−

n

s

)]1/n
, 1 < s < n, (31)

and with kT (n) defined in (22), kT (n) = 1/CT (n, 2).

Compare Veling (2002, Theorem 1.7 (1.30) and (1.32), θ′ = θN (= αV), θ" = 1, with the restriction n ≥ 3).
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3.10 Upper Bound 10

k0 < kL,V(n,α) = [αVCT (n, 2αV)]
−α
, n ≥ 2, 0 < α ≤ αV , (32)

k0 < kL,V(n,α) = 1/kL,V(n,α) = [αCT (n, 2α)]
−α
, n ≥ 2, αV ≤ α < 1, (33)

with αV defined in (26), CT (n, s) defined in (31).

See Veling (2002, Theorem 1.7 (1.32)).

3.11 Upper Bound 11

k0 < kB(n,α) = kT (n)
α, n ≥ 3, 0 < α < 1, (34)

with kT (n) defined in (22).

See Veling (2002, Theorem 1.7 (1.33), θ′ = 0, θ′′ = 1, with the restriction n ≥ 3).

5



4 Results for the zeros pV and αV = n/(2pV)

The zeros pV as defined in (27) are given below in the Table 1; αV(n) = n/(2pV). The asymptotic expressions
are given in Veling (2002, (2.39))

pV(n) = 2n/3+ 5/18+O(1/n), n→∞, so pV,asymp(n) = 2n/3+ 5/18, (35)

αV(n) = 3/4− 5/(16n) +O(1/n2), n→∞, so αV,asymp(n) = 3/4− 5/(16n). (36)

n pV pV,asymp pV − pV,asymp αV αV,asymp αV − αV,asymp

2 1.6474176e+000 1.6111111e+000 3.6306497e-002 6.0701063e-001 5.9375000e-001 1.3260630e-002
3 2.3044430e+000 2.2777778e+000 2.6665194e-002 6.5091652e-001 6.4583333e-001 5.0831867e-003
4 2.9654018e+000 2.9444444e+000 2.0957401e-002 6.7444485e-001 6.7187500e-001 2.5698490e-003
5 3.6283253e+000 3.6111111e+000 1.7214200e-002 6.8902311e-001 6.8750000e-001 1.5231128e-003
6 4.2923606e+000 4.2777778e+000 1.4582787e-002 6.9891612e-001 6.9791667e-001 9.9945530e-004
7 4.9570820e+000 4.9444444e+000 1.2637555e-002 7.0606054e-001 7.0535714e-001 7.0339854e-004
8 5.6222549e+000 5.6111111e+000 1.1143822e-002 7.1145831e-001 7.1093750e-001 5.2081118e-004
9 6.2877400e+000 6.2777778e+000 9.9621751e-003 7.1567845e-001 7.1527778e-001 4.0067485e-004
10 6.9534493e+000 6.9444444e+000 9.0048448e-003 7.1906759e-001 7.1875000e-001 3.1758674e-004

Table 1: The zeros pV and αV = n/(2pV) for n = 2, · · · , 10 and their asymptotic approximations.

5 Some results for values for α = 1/3, 2/3 and n = 2

Here, we give for particular values of α (α = 1/3 and 2/3) the upper and lower bounds which are applicable.
Compare these with Nasibov (1990, α = 1/3) and Levine (1980, α = 2/3).

α k0 k0 k0 k0 k0 k0

n = 2

1/3 7.2493833e-001 7.2431703e-001 7.2184608e-001 7.2978972e-001 7.3987840e-001 7.8567080e-001
2/3 6.0129905e-001 5.9737503e-001 5.6854280e-001 6.4335375e-001 6.1742806e-001 7.2152108e-001

Table 2: Functional, n = 2, Lower Bounds 1 - 2, Upper Bounds 1 - 3.

α k0 kD,1 kD,2 kD,3 kL,V
n = 2

1/3 7.2493833e-001 7.3907188e-001 7.3132861e-001 7.3974392e-001 7.7547470e-001
2/3 6.0129905e-001 6.8278406e-001 6.5623746e-001 6.3848696e-001 6.1088706e-001

Table 3: Functional, n = 2, Upper Bounds 4 - 6 and 10.

6 Tables, numerical results for α = 0.05, · · · , 0.925 (∆ = 0.005) and
n = 2, 3, 4, 5, 10

In the following tables we give the results of the numerical calculations of the functional k0(n,α) and the lower
and upper bounds, based on the technique described in Veling (2002). Values "0.0000000e+000" has to be
interpreted as "Not Applicable". The lower and upper bounds have been calculated using the software package
MatlabTM .
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5e
-0
01

7.
03
00
30
0e
-0
01

6.
99
55
12
7e
-0
01

7.
10
38
81
1e
-0
01

7.
19
19
23
2e
-0
01

7.
69
90
08
9e
-0
01

7.
21
55
37
4e
-0
01

7.
12
44
06
5e
-0
01

7.
19
62
86
0e
-0
01

0.
37
5

7.
01
08
75
8e
-0
01

7.
00
22
65
4e
-0
01

6.
96
62
15
5e
-0
01

7.
07
90
30
6e
-0
01

7.
16
49
45
8e
-0
01

7.
67
88
27
0e
-0
01

7.
19
33
99
5e
-0
01

7.
10
03
35
4e
-0
01

7.
17
02
72
3e
-0
01

0.
38
0

6.
98
37
43
0e
-0
01

6.
97
48
12
8e
-0
01

6.
93
71
79
8e
-0
01

7.
05
45
69
8e
-0
01

7.
13
82
66
0e
-0
01

7.
65
89
69
3e
-0
01

7.
17
16
88
1e
-0
01

7.
07
66
74
1e
-0
01

7.
14
46
04
2e
-0
01

0.
38
5

6.
95
69
29
6e
-0
01

6.
94
76
72
4e
-0
01

6.
90
84
04
3e
-0
01

7.
03
05
00
1e
-0
01

7.
11
18
84
5e
-0
01

7.
63
94
38
2e
-0
01

7.
15
04
05
4e
-0
01

7.
05
34
24
6e
-0
01

7.
11
92
83
6e
-0
01

0.
39
0

6.
93
04
35
7e
-0
01

6.
92
08
44
5e
-0
01

6.
87
98
88
1e
-0
01

7.
00
68
23
4e
-0
01

7.
08
58
02
2e
-0
01

7.
62
02
36
0e
-0
01

7.
12
95
54
1e
-0
01

7.
03
05
88
9e
-0
01

7.
09
43
12
7e
-0
01

0.
39
5

6.
90
42
61
6e
-0
01

6.
89
43
29
4e
-0
01

6.
85
16
30
0e
-0
01

6.
98
35
41
3e
-0
01

7.
06
00
20
0e
-0
01

7.
60
13
65
4e
-0
01

7.
10
91
36
6e
-0
01

7.
00
81
69
3e
-0
01

7.
06
96
93
6e
-0
01

0.
40
0

6.
87
84
07
9e
-0
01

6.
86
81
27
4e
-0
01

6.
82
36
28
9e
-0
01

6.
96
06
55
7e
-0
01

7.
03
45
38
9e
-0
01

7.
58
28
29
1e
-0
01

7.
08
91
56
0e
-0
01

6.
98
61
68
0e
-0
01

7.
04
54
28
6e
-0
01

0.
40
5

6.
85
28
74
9e
-0
01

6.
84
22
39
0e
-0
01

6.
79
58
83
9e
-0
01

6.
93
81
68
6e
-0
01

7.
00
93
60
0e
-0
01

7.
56
46
29
8e
-0
01

7.
06
96
15
0e
-0
01

6.
96
45
87
6e
-0
01

7.
02
15
20
0e
-0
01

T
ab
le
5:
Fu
nc
ti
on
al
,
n
=
2
,
L
ow
er
B
ou
nd
s
1
-
2,
U
pp
er
B
ou
nd
s
1
-
6
(c
on
ti
nu
ed
).
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α
k
0

k
0

k
0

k
0

k
0

k
0

k
D
,1

k
D
,2

k
D
,3

n
=
2

0.
41
0

6.
82
76
63
1e
-0
01

6.
81
66
64
7e
-0
01

6.
76
83
93
8e
-0
01

6.
91
60
82
1e
-0
01

6.
98
44
84
2e
-0
01

7.
54
67
70
4e
-0
01

7.
05
05
16
9e
-0
01

6.
94
34
30
7e
-0
01

6.
99
79
70
3e
-0
01

0.
41
5

6.
80
27
73
3e
-0
01

6.
79
14
05
0e
-0
01

6.
74
11
57
8e
-0
01

6.
89
43
98
4e
-0
01

6.
95
99
12
8e
-0
01

7.
52
92
53
8e
-0
01

7.
03
18
64
9e
-0
01

6.
92
27
00
0e
-0
01

6.
97
47
82
1e
-0
01

0.
42
0

6.
77
82
06
1e
-0
01

6.
76
64
60
6e
-0
01

6.
71
41
74
8e
-0
01

6.
87
31
20
0e
-0
01

6.
93
56
47
0e
-0
01

7.
51
20
83
3e
-0
01

7.
01
36
62
5e
-0
01

6.
90
23
98
4e
-0
01

6.
95
19
57
9e
-0
01

0.
42
5

6.
75
39
62
1e
-0
01

6.
74
18
32
3e
-0
01

6.
68
74
44
0e
-0
01

6.
85
22
49
1e
-0
01

6.
91
16
88
1e
-0
01

7.
49
52
62
0e
-0
01

6.
99
59
13
3e
-0
01

6.
88
25
28
8e
-0
01

6.
92
95
00
7e
-0
01

0.
43
0

6.
73
00
42
3e
-0
01

6.
71
75
20
9e
-0
01

6.
66
09
64
4e
-0
01

6.
83
17
88
6e
-0
01

6.
88
80
37
3e
-0
01

7.
47
87
93
3e
-0
01

6.
97
86
21
2e
-0
01

6.
86
30
94
6e
-0
01

6.
90
74
13
1e
-0
01

0.
43
5

6.
70
64
47
6e
-0
01

6.
69
35
27
2e
-0
01

6.
63
47
35
1e
-0
01

6.
81
17
41
0e
-0
01

6.
86
46
96
2e
-0
01

7.
46
26
80
7e
-0
01

6.
96
17
90
1e
-0
01

6.
84
40
99
0e
-0
01

6.
88
56
98
3e
-0
01

0.
44
0

6.
68
31
78
9e
-0
01

6.
66
98
52
2e
-0
01

6.
60
87
55
4e
-0
01

6.
79
21
09
3e
-0
01

6.
84
16
66
3e
-0
01

7.
44
69
27
7e
-0
01

6.
94
54
24
5e
-0
01

6.
82
55
45
6e
-0
01

6.
86
43
59
3e
-0
01

0.
44
5

6.
66
02
37
4e
-0
01

6.
64
64
97
0e
-0
01

6.
58
30
24
3e
-0
01

6.
77
28
96
6e
-0
01

6.
81
89
49
1e
-0
01

7.
43
15
38
1e
-0
01

6.
92
95
28
5e
-0
01

6.
80
74
38
1e
-0
01

6.
84
33
99
4e
-0
01

0.
45
0

6.
63
76
24
1e
-0
01

6.
62
34
62
8e
-0
01

6.
55
75
41
1e
-0
01

6.
75
41
06
0e
-0
01

6.
79
65
46
3e
-0
01

7.
41
65
15
9e
-0
01

6.
91
41
07
1e
-0
01

6.
78
97
80
3e
-0
01

6.
82
28
22
0e
-0
01

0.
45
5

6.
61
53
40
5e
-0
01

6.
60
07
50
8e
-0
01

6.
53
23
04
9e
-0
01

6.
73
57
40
9e
-0
01

6.
77
44
59
7e
-0
01

7.
40
18
65
1e
-0
01

6.
89
91
64
9e
-0
01

6.
77
25
76
3e
-0
01

6.
80
26
30
6e
-0
01

0.
46
0

6.
59
33
87
8e
-0
01

6.
57
83
62
4e
-0
01

6.
50
73
15
2e
-0
01

6.
71
78
04
8e
-0
01

6.
75
26
91
1e
-0
01

7.
38
75
89
9e
-0
01

6.
88
47
07
1e
-0
01

6.
75
58
30
4e
-0
01

6.
78
28
28
9e
-0
01

0.
46
5

6.
57
17
67
5e
-0
01

6.
55
62
98
9e
-0
01

6.
48
25
71
1e
-0
01

6.
70
03
01
4e
-0
01

6.
73
12
42
5e
-0
01

7.
37
36
94
8e
-0
01

6.
87
07
39
2e
-0
01

6.
73
95
47
1e
-0
01

6.
76
34
20
7e
-0
01

0.
47
0

6.
55
04
81
2e
-0
01

6.
53
45
62
0e
-0
01

6.
45
80
72
0e
-0
01

6.
68
32
34
6e
-0
01

6.
71
01
15
9e
-0
01

7.
36
01
84
1e
-0
01

6.
85
72
66
7e
-0
01

6.
72
37
30
9e
-0
01

6.
74
44
09
9e
-0
01

0.
47
5

6.
52
95
30
5e
-0
01

6.
51
31
53
4e
-0
01

6.
43
38
17
3e
-0
01

6.
66
66
08
6e
-0
01

6.
68
93
13
4e
-0
01

7.
34
70
62
8e
-0
01

6.
84
42
95
5e
-0
01

6.
70
83
87
0e
-0
01

6.
72
58
00
8e
-0
01

0.
48
0

6.
50
89
17
2e
-0
01

6.
49
20
74
7e
-0
01

6.
40
98
06
2e
-0
01

6.
65
04
27
4e
-0
01

6.
66
88
37
2e
-0
01

7.
33
43
35
8e
-0
01

6.
83
18
31
7e
-0
01

6.
69
35
20
3e
-0
01

6.
70
75
97
7e
-0
01

0.
48
5

6.
48
86
43
2e
-0
01

6.
47
13
28
0e
-0
01

6.
38
60
38
3e
-0
01

6.
63
46
95
7e
-0
01

6.
64
86
89
9e
-0
01

7.
32
20
08
1e
-0
01

6.
81
98
81
9e
-0
01

6.
67
91
36
3e
-0
01

6.
68
98
05
1e
-0
01

0.
49
0

6.
46
87
10
5e
-0
01

6.
45
09
15
1e
-0
01

6.
36
25
12
9e
-0
01

6.
61
94
18
2e
-0
01

6.
62
88
73
7e
-0
01

7.
31
00
85
1e
-0
01

6.
80
84
52
9e
-0
01

6.
66
52
40
6e
-0
01

6.
67
24
27
6e
-0
01

0.
49
5

6.
44
91
21
3e
-0
01

6.
43
08
38
4e
-0
01

6.
33
92
29
6e
-0
01

6.
60
45
99
7e
-0
01

6.
60
93
91
3e
-0
01

7.
29
85
72
4e
-0
01

6.
79
75
51
6e
-0
01

6.
65
18
39
1e
-0
01

6.
65
54
70
3e
-0
01

0.
50
0

6.
42
98
77
7e
-0
01

6.
41
10
99
9e
-0
01

6.
31
61
87
8e
-0
01

6.
59
02
45
4e
-0
01

6.
59
02
45
4e
-0
01

7.
28
74
75
7e
-0
01

6.
78
71
85
5e
-0
01

6.
63
89
38
1e
-0
01

6.
63
89
38
1e
-0
01

0.
50
5

6.
41
09
82
3e
-0
01

6.
39
17
02
2e
-0
01

6.
29
33
87
1e
-0
01

6.
57
63
60
7e
-0
01

6.
57
14
38
9e
-0
01

7.
27
68
01
0e
-0
01

6.
77
73
62
3e
-0
01

6.
62
65
44
0e
-0
01

6.
62
28
36
5e
-0
01

0.
51
0

6.
39
24
37
6e
-0
01

6.
37
26
47
9e
-0
01

6.
27
08
27
0e
-0
01

6.
56
29
51
4e
-0
01

6.
55
29
74
7e
-0
01

7.
26
65
54
7e
-0
01

6.
76
80
90
2e
-0
01

6.
61
46
63
6e
-0
01

6.
60
71
70
9e
-0
01

0.
51
5

6.
37
42
46
1e
-0
01

6.
35
39
39
5e
-0
01

6.
24
85
07
3e
-0
01

6.
55
00
23
2e
-0
01

6.
53
48
56
0e
-0
01

7.
25
67
43
2e
-0
01

6.
75
93
77
6e
-0
01

6.
60
33
03
9e
-0
01

6.
59
19
47
3e
-0
01

0.
52
0

6.
35
64
10
9e
-0
01

6.
33
55
80
0e
-0
01

6.
22
64
27
4e
-0
01

6.
53
75
82
5e
-0
01

6.
51
70
86
1e
-0
01

7.
24
73
73
3e
-0
01

6.
75
12
33
5e
-0
01

6.
59
24
72
5e
-0
01

6.
57
71
71
6e
-0
01

0.
52
5

6.
33
89
34
9e
-0
01

6.
31
75
72
5e
-0
01

6.
20
45
87
2e
-0
01

6.
52
56
35
8e
-0
01

6.
49
96
68
4e
-0
01

7.
23
84
52
1e
-0
01

6.
74
36
67
1e
-0
01

6.
58
21
77
2e
-0
01

6.
56
28
50
2e
-0
01

0.
53
0

6.
32
18
21
2e
-0
01

6.
29
99
20
0e
-0
01

6.
18
29
86
2e
-0
01

6.
51
41
89
8e
-0
01

6.
48
26
06
4e
-0
01

7.
22
99
87
0e
-0
01

6.
73
66
88
1e
-0
01

6.
57
24
26
0e
-0
01

6.
54
89
89
7e
-0
01

0.
53
5

6.
30
50
73
2e
-0
01

6.
28
26
26
0e
-0
01

6.
16
16
24
4e
-0
01

6.
50
32
51
7e
-0
01

6.
46
59
04
1e
-0
01

7.
22
19
85
6e
-0
01

6.
73
03
06
8e
-0
01

6.
56
32
27
6e
-0
01

6.
53
55
96
9e
-0
01

0.
54
0

6.
28
86
94
5e
-0
01

6.
26
56
94
0e
-0
01

6.
14
05
01
4e
-0
01

6.
49
28
29
0e
-0
01

6.
44
95
65
3e
-0
01

7.
21
44
56
0e
-0
01

6.
72
45
33
8e
-0
01

6.
55
45
90
8e
-0
01

6.
52
26
79
1e
-0
01

0.
54
5

6.
27
26
88
7e
-0
01

6.
24
91
27
8e
-0
01

6.
11
96
17
1e
-0
01

6.
48
29
29
5e
-0
01

6.
43
35
94
1e
-0
01

7.
20
74
06
6e
-0
01

6.
71
93
80
2e
-0
01

6.
54
65
25
0e
-0
01

6.
51
02
43
7e
-0
01

0.
55
0

6.
25
70
59
8e
-0
01

6.
23
29
31
4e
-0
01

6.
09
89
71
5e
-0
01

6.
47
35
61
5e
-0
01

6.
41
79
94
9e
-0
01

7.
20
08
46
0e
-0
01

6.
71
48
57
9e
-0
01

6.
53
90
40
1e
-0
01

6.
49
82
98
7e
-0
01

0.
55
5

6.
24
18
11
8e
-0
01

6.
21
71
08
9e
-0
01

6.
07
85
64
3e
-0
01

6.
46
47
33
5e
-0
01

6.
40
27
72
4e
-0
01

7.
19
47
83
3e
-0
01

6.
71
09
78
9e
-0
01

6.
53
21
46
4e
-0
01

6.
48
68
52
2e
-0
01

0.
56
0

6.
22
69
49
2e
-0
01

6.
20
16
64
6e
-0
01

6.
05
83
95
5e
-0
01

6.
45
64
54
6e
-0
01

6.
38
79
31
1e
-0
01

7.
18
92
28
1e
-0
01

6.
70
77
56
1e
-0
01

6.
52
58
54
5e
-0
01

6.
47
59
12
8e
-0
01

0.
56
5

6.
21
24
76
4e
-0
01

6.
18
66
03
3e
-0
01

6.
03
84
65
3e
-0
01

6.
44
87
34
1e
-0
01

6.
37
34
76
2e
-0
01

7.
18
41
90
2e
-0
01

6.
70
52
03
0e
-0
01

6.
52
01
75
8e
-0
01

6.
46
54
89
6e
-0
01

0.
57
0

6.
19
83
98
4e
-0
01

6.
17
19
29
8e
-0
01

6.
01
87
73
6e
-0
01

6.
44
15
82
1e
-0
01

6.
35
94
12
9e
-0
01

7.
17
96
80
1e
-0
01

6.
70
33
33
6e
-0
01

6.
51
51
22
1e
-0
01

6.
45
55
91
7e
-0
01

0.
57
5

6.
18
47
20
2e
-0
01

6.
15
76
49
2e
-0
01

5.
99
93
20
4e
-0
01

6.
43
50
08
9e
-0
01

6.
34
57
46
6e
-0
01

7.
17
57
08
5e
-0
01

6.
70
21
62
8e
-0
01

6.
51
07
05
9e
-0
01

6.
44
62
29
2e
-0
01

0.
58
0

6.
17
14
47
1e
-0
01

6.
14
37
66
9e
-0
01

5.
98
01
06
1e
-0
01

6.
42
90
25
4e
-0
01

6.
33
24
83
2e
-0
01

7.
17
22
86
7e
-0
01

6.
70
17
05
8e
-0
01

6.
50
69
40
1e
-0
01

6.
43
74
12
3e
-0
01

0.
58
5

6.
15
85
84
7e
-0
01

6.
13
02
88
6e
-0
01

5.
96
11
30
7e
-0
01

6.
42
36
43
1e
-0
01

6.
31
96
28
7e
-0
01

7.
16
94
26
7e
-0
01

6.
70
19
79
0e
-0
01

6.
50
38
38
3e
-0
01

6.
42
91
51
7e
-0
01

T
ab
le
6:
Fu
nc
ti
on
al
,
n
=
2
,
L
ow
er
B
ou
nd
s
1
-
2,
U
pp
er
B
ou
nd
s
1
-
6
(c
on
ti
nu
ed
).
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α
k
0

k
0

k
0

k
0

k
0

k
0

k
D
,1

k
D
,2

k
D
,3

n
=
2

0.
59
0

6.
14
61
39
0e
-0
01

6.
11
72
20
3e
-0
01

5.
94
23
94
5e
-0
01

6.
41
88
73
8e
-0
01

6.
30
71
89
4e
-0
01

7.
16
71
40
7e
-0
01

6.
70
29
99
4e
-0
01

6.
50
14
15
0e
-0
01

6.
42
14
58
8e
-0
01
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2e
-0
01

0.
00
00
00
0e
+
00
0

0.
00
00
00
0e
+
00
0

0.
00
00
00
0e
+
00
0

7.
42
84
64
9e
-0
01

0.
00
00
00
0e
+
00
0

0.
87
0

6.
67
68
19
3e
-0
01

0.
00
00
00
0e
+
00
0

0.
00
00
00
0e
+
00
0

0.
00
00
00
0e
+
00
0

7.
54
22
94
1e
-0
01

0.
00
00
00
0e
+
00
0

0.
87
5

6.
73
88
48
6e
-0
01

0.
00
00
00
0e
+
00
0

0.
00
00
00
0e
+
00
0

0.
00
00
00
0e
+
00
0

7.
66
50
10
5e
-0
01

0.
00
00
00
0e
+
00
0

0.
88
0

6.
80
61
07
3e
-0
01

0.
00
00
00
0e
+
00
0

0.
00
00
00
0e
+
00
0

0.
00
00
00
0e
+
00
0

7.
79
75
19
0e
-0
01

0.
00
00
00
0e
+
00
0

0.
88
5

6.
87
91
69
3e
-0
01

0.
00
00
00
0e
+
00
0

0.
00
00
00
0e
+
00
0

0.
00
00
00
0e
+
00
0

7.
94
08
62
4e
-0
01

0.
00
00
00
0e
+
00
0

0.
89
0

6.
95
87
01
6e
-0
01

0.
00
00
00
0e
+
00
0

0.
00
00
00
0e
+
00
0

0.
00
00
00
0e
+
00
0

8.
09
62
48
8e
-0
01

0.
00
00
00
0e
+
00
0

0.
89
5

7.
04
54
84
9e
-0
01

0.
00
00
00
0e
+
00
0

0.
00
00
00
0e
+
00
0

0.
00
00
00
0e
+
00
0

8.
26
50
87
0e
-0
01

0.
00
00
00
0e
+
00
0

0.
90
0

7.
14
04
38
8e
-0
01

0.
00
00
00
0e
+
00
0

0.
00
00
00
0e
+
00
0

0.
00
00
00
0e
+
00
0

8.
44
90
30
5e
-0
01

0.
00
00
00
0e
+
00
0

0.
90
5

7.
24
46
54
9e
-0
01

0.
00
00
00
0e
+
00
0

0.
00
00
00
0e
+
00
0

0.
00
00
00
0e
+
00
0

8.
65
00
35
5e
-0
01

0.
00
00
00
0e
+
00
0

0.
91
0

7.
35
94
39
5e
-0
01

0.
00
00
00
0e
+
00
0

0.
00
00
00
0e
+
00
0

0.
00
00
00
0e
+
00
0

8.
87
04
35
1e
-0
01

0.
00
00
00
0e
+
00
0

0.
91
5

7.
48
63
69
9e
-0
01

0.
00
00
00
0e
+
00
0

0.
00
00
00
0e
+
00
0

0.
00
00
00
0e
+
00
0

9.
11
30
37
4e
-0
01

0.
00
00
00
0e
+
00
0

0.
92
0

7.
62
73
70
2e
-0
01

0.
00
00
00
0e
+
00
0

0.
00
00
00
0e
+
00
0

0.
00
00
00
0e
+
00
0

9.
38
12
57
7e
-0
01

0.
00
00
00
0e
+
00
0

0.
92
5

7.
78
48
14
5e
-0
01

0.
00
00
00
0e
+
00
0

0.
00
00
00
0e
+
00
0

0.
00
00
00
0e
+
00
0

9.
67
92
96
7e
-0
01

0.
00
00
00
0e
+
00
0

T
ab
le
13
:
Fu
nc
ti
on
al
,
n
=
2
,
U
pp
er
B
ou
nd
s
7
-
11
(c
on
ti
nu
ed
).
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α
k
0

k
0

k
0

k
0

k
0

k
D
,1

k
D
,2

k
D
,3

n
=
3

0.
05
0

9.
38
63
60
1e
-0
01

9.
38
63
03
9e
-0
01

9.
38
64
70
7e
-0
01

9.
43
86
04
0e
-0
01

9.
51
31
52
0e
-0
01

9.
38
83
51
5e
-0
01

9.
38
65
18
1e
-0
01

9.
43
73
33
4e
-0
01

0.
05
5

9.
32
75
57
4e
-0
01

9.
32
74
82
7e
-0
01

9.
32
77
03
9e
-0
01

9.
38
45
21
9e
-0
01

9.
46
63
00
2e
-0
01

9.
32
99
56
3e
-0
01

9.
32
77
66
4e
-0
01

9.
38
30
02
7e
-0
01

0.
06
0

9.
26
92
07
1e
-0
01

9.
26
91
10
4e
-0
01

9.
26
93
96
4e
-0
01

9.
33
08
06
9e
-0
01

9.
41
97
77
3e
-0
01

9.
27
20
49
3e
-0
01

9.
26
94
76
8e
-0
01

9.
32
90
20
2e
-0
01

0.
06
5

9.
21
13
05
9e
-0
01

9.
21
11
83
3e
-0
01

9.
21
15
45
5e
-0
01

9.
27
74
57
3e
-0
01

9.
37
35
82
3e
-0
01

9.
21
46
26
8e
-0
01

9.
21
16
46
8e
-0
01

9.
27
53
85
1e
-0
01

0.
07
0

9.
15
38
50
6e
-0
01

9.
15
36
97
9e
-0
01

9.
15
41
48
6e
-0
01

9.
22
44
71
2e
-0
01

9.
32
77
14
1e
-0
01

9.
15
76
85
1e
-0
01

9.
15
42
73
9e
-0
01

9.
22
20
96
4e
-0
01

0.
07
5

9.
09
68
38
2e
-0
01

9.
09
66
50
9e
-0
01

9.
09
72
03
1e
-0
01

9.
17
18
46
9e
-0
01

9.
28
21
71
8e
-0
01

9.
10
12
20
7e
-0
01

9.
09
73
55
8e
-0
01

9.
16
91
53
1e
-0
01

0.
08
0

9.
04
02
65
4e
-0
01

9.
04
00
38
6e
-0
01

9.
04
07
06
4e
-0
01

9.
11
95
82
8e
-0
01

9.
23
69
54
3e
-0
01

9.
04
52
29
8e
-0
01

9.
04
08
89
8e
-0
01

9.
11
65
54
4e
-0
01

0.
08
5

8.
98
41
29
1e
-0
01

8.
98
38
57
8e
-0
01

8.
98
46
55
8e
-0
01

9.
06
76
77
2e
-0
01

9.
19
20
60
6e
-0
01

8.
98
97
08
9e
-0
01

8.
98
48
73
7e
-0
01

9.
06
42
99
1e
-0
01

0.
09
0

8.
92
84
26
2e
-0
01

8.
92
81
04
9e
-0
01

8.
92
90
48
7e
-0
01

9.
01
61
28
2e
-0
01

9.
14
74
89
7e
-0
01

8.
93
46
54
5e
-0
01

8.
92
93
05
0e
-0
01

9.
01
23
86
3e
-0
01

0.
09
5

8.
87
31
53
6e
-0
01

8.
87
27
76
8e
-0
01

8.
87
38
82
8e
-0
01

8.
96
49
34
3e
-0
01

9.
10
32
40
6e
-0
01

8.
88
00
63
0e
-0
01

8.
87
41
81
3e
-0
01

8.
96
08
15
0e
-0
01

0.
10
0

8.
81
83
08
4e
-0
01

8.
81
78
69
9e
-0
01

8.
81
91
55
3e
-0
01

8.
91
40
93
7e
-0
01

9.
05
93
12
4e
-0
01

8.
82
59
31
0e
-0
01

8.
81
95
00
1e
-0
01

8.
90
95
84
2e
-0
01

0.
10
5

8.
76
38
87
3e
-0
01

8.
76
33
81
1e
-0
01

8.
76
48
63
8e
-0
01

8.
86
36
04
8e
-0
01

9.
01
57
04
1e
-0
01

8.
77
22
54
9e
-0
01

8.
76
52
59
1e
-0
01

8.
85
86
93
0e
-0
01

0.
11
0

8.
70
98
87
7e
-0
01

8.
70
93
07
0e
-0
01

8.
71
10
05
7e
-0
01

8.
81
34
65
9e
-0
01

8.
97
24
14
7e
-0
01

8.
71
90
31
4e
-0
01

8.
71
14
55
8e
-0
01

8.
80
81
40
2e
-0
01

0.
11
5

8.
65
63
06
3e
-0
01

8.
65
56
44
4e
-0
01

8.
65
75
78
7e
-0
01

8.
76
36
75
3e
-0
01

8.
92
94
43
3e
-0
01

8.
66
62
57
2e
-0
01

8.
65
80
88
0e
-0
01

8.
75
79
24
9e
-0
01

0.
12
0

8.
60
31
40
4e
-0
01

8.
60
23
90
1e
-0
01

8.
60
45
80
2e
-0
01

8.
71
42
31
4e
-0
01

8.
88
67
89
0e
-0
01

8.
61
39
28
8e
-0
01

8.
60
51
53
3e
-0
01

8.
70
80
46
0e
-0
01

0.
12
5

8.
55
03
86
8e
-0
01

8.
54
95
40
9e
-0
01

8.
55
20
07
8e
-0
01

8.
66
51
32
5e
-0
01

8.
84
44
50
9e
-0
01

8.
56
20
42
9e
-0
01

8.
55
26
49
3e
-0
01

8.
65
85
02
6e
-0
01

0.
13
0

8.
49
80
42
9e
-0
01

8.
49
70
93
6e
-0
01

8.
49
98
59
2e
-0
01

8.
61
63
77
0e
-0
01

8.
80
24
28
1e
-0
01

8.
51
05
96
3e
-0
01

8.
50
05
73
6e
-0
01

8.
60
92
93
5e
-0
01

0.
13
5

8.
44
61
05
7e
-0
01

8.
44
50
45
1e
-0
01

8.
44
81
31
8e
-0
01

8.
56
79
63
3e
-0
01

8.
76
07
19
7e
-0
01

8.
45
95
85
6e
-0
01

8.
44
89
24
0e
-0
01

8.
56
04
17
9e
-0
01

0.
14
0

8.
39
45
72
4e
-0
01

8.
39
33
92
3e
-0
01

8.
39
68
23
4e
-0
01

8.
51
98
89
8e
-0
01

8.
71
93
24
9e
-0
01

8.
40
90
07
7e
-0
01

8.
39
76
98
2e
-0
01

8.
51
18
74
5e
-0
01

0.
14
5

8.
34
34
40
2e
-0
01

8.
34
21
32
1e
-0
01

8.
34
59
31
5e
-0
01

8.
47
21
54
8e
-0
01

8.
67
82
42
8e
-0
01

8.
35
88
59
4e
-0
01

8.
34
68
93
8e
-0
01

8.
46
36
62
4e
-0
01

0.
15
0

8.
29
27
06
2e
-0
01

8.
29
12
61
4e
-0
01

8.
29
54
53
9e
-0
01

8.
42
47
56
7e
-0
01

8.
63
74
72
6e
-0
01

8.
30
91
37
5e
-0
01

8.
29
65
08
7e
-0
01

8.
41
57
80
5e
-0
01

0.
15
5

8.
24
23
67
8e
-0
01

8.
24
07
77
3e
-0
01

8.
24
53
88
2e
-0
01

8.
37
76
94
0e
-0
01

8.
59
70
13
4e
-0
01

8.
25
98
38
8e
-0
01

8.
24
65
40
4e
-0
01

8.
36
82
27
8e
-0
01

0.
16
0

8.
19
24
22
2e
-0
01

8.
19
06
76
6e
-0
01

8.
19
57
32
1e
-0
01

8.
33
09
65
0e
-0
01

8.
55
68
64
5e
-0
01

8.
21
09
60
3e
-0
01

8.
19
69
86
8e
-0
01

8.
32
10
03
3e
-0
01

0.
16
5

8.
14
28
66
7e
-0
01

8.
14
09
56
5e
-0
01

8.
14
64
83
4e
-0
01

8.
28
45
68
3e
-0
01

8.
51
70
25
1e
-0
01

8.
16
24
98
8e
-0
01

8.
14
78
45
6e
-0
01

8.
27
41
05
8e
-0
01

0.
17
0

8.
09
36
98
5e
-0
01

8.
09
16
14
0e
-0
01

8.
09
76
39
8e
-0
01

8.
23
85
02
2e
-0
01

8.
47
74
94
4e
-0
01

8.
11
44
51
5e
-0
01

8.
09
91
14
6e
-0
01

8.
22
75
34
3e
-0
01

0.
17
5

8.
04
49
15
1e
-0
01

8.
04
26
46
1e
-0
01

8.
04
91
99
1e
-0
01

8.
19
27
65
3e
-0
01

8.
43
82
71
6e
-0
01

8.
06
68
15
1e
-0
01

8.
05
07
91
6e
-0
01

8.
18
12
87
8e
-0
01

0.
18
0

7.
99
65
13
8e
-0
01

7.
99
40
50
0e
-0
01

8.
00
11
59
2e
-0
01

8.
14
73
55
9e
-0
01

8.
39
93
56
2e
-0
01

8.
01
95
86
8e
-0
01

8.
00
28
74
4e
-0
01

8.
13
53
65
3e
-0
01

0.
18
5

7.
94
84
92
0e
-0
01

7.
94
58
22
8e
-0
01

7.
95
35
17
7e
-0
01

8.
10
22
72
5e
-0
01

8.
36
07
47
2e
-0
01

7.
97
27
63
5e
-0
01

7.
95
53
60
8e
-0
01

8.
08
97
65
6e
-0
01

0.
19
0

7.
90
08
47
0e
-0
01

7.
89
79
61
6e
-0
01

7.
90
62
72
6e
-0
01

8.
05
75
13
7e
-0
01

8.
32
24
44
2e
-0
01

7.
92
63
42
4e
-0
01

7.
90
82
48
7e
-0
01

8.
04
44
87
7e
-0
01

0.
19
5

7.
85
35
76
4e
-0
01

7.
85
04
63
6e
-0
01

7.
85
94
21
7e
-0
01

8.
01
30
77
8e
-0
01

8.
28
44
46
3e
-0
01

7.
88
03
20
6e
-0
01

7.
86
15
35
9e
-0
01

7.
99
95
30
5e
-0
01

0.
20
0

7.
80
66
77
6e
-0
01

7.
80
33
25
9e
-0
01

7.
81
29
62
9e
-0
01

7.
96
89
63
5e
-0
01

8.
24
67
52
9e
-0
01

7.
83
46
95
2e
-0
01

7.
81
52
20
2e
-0
01

7.
95
48
93
1e
-0
01

0.
20
5

7.
76
01
48
0e
-0
01

7.
75
65
45
9e
-0
01

7.
76
68
94
1e
-0
01

7.
92
51
69
3e
-0
01

8.
20
93
63
4e
-0
01

7.
78
94
63
3e
-0
01

7.
76
92
99
7e
-0
01

7.
91
05
74
3e
-0
01

0.
21
0

7.
71
39
85
2e
-0
01

7.
71
01
20
8e
-0
01

7.
72
12
13
3e
-0
01

7.
88
16
93
6e
-0
01

8.
17
22
77
3e
-0
01

7.
74
46
22
2e
-0
01

7.
72
37
72
1e
-0
01

7.
86
65
73
1e
-0
01

0.
21
5

7.
66
81
86
8e
-0
01

7.
66
40
47
8e
-0
01

7.
67
59
18
4e
-0
01

7.
83
85
35
1e
-0
01

8.
13
54
93
8e
-0
01

7.
70
01
69
0e
-0
01

7.
67
86
35
4e
-0
01

7.
82
28
88
4e
-0
01

0.
22
0

7.
62
27
50
1e
-0
01

7.
61
83
24
2e
-0
01

7.
63
10
07
5e
-0
01

7.
79
56
92
2e
-0
01

8.
09
90
12
6e
-0
01

7.
65
61
01
0e
-0
01

7.
63
38
87
5e
-0
01

7.
77
95
19
2e
-0
01

0.
22
5

7.
57
76
72
9e
-0
01

7.
57
29
47
4e
-0
01

7.
58
64
78
4e
-0
01

7.
75
31
63
5e
-0
01

8.
06
28
32
9e
-0
01

7.
61
24
15
5e
-0
01

7.
58
95
26
4e
-0
01

7.
73
64
64
4e
-0
01

T
ab
le
14
:
Fu
nc
ti
on
al
,
n
=
3
,
L
ow
er
B
ou
nd
2,
U
pp
er
B
ou
nd
s
1
-
6.
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α
k
0

k
0

k
0

k
0

k
0

k
D
,1

k
D
,2

k
D
,3

n
=
3

0.
23
0

7.
53
29
52
8e
-0
01

7.
52
79
14
6e
-0
01

7.
54
23
29
3e
-0
01

7.
71
09
47
7e
-0
01

8.
02
69
54
3e
-0
01

7.
56
91
09
8e
-0
01

7.
54
55
50
1e
-0
01

7.
69
37
23
0e
-0
01

0.
23
5

7.
48
85
87
2e
-0
01

7.
48
32
23
3e
-0
01

7.
49
85
58
1e
-0
01

7.
66
90
43
3e
-0
01

7.
99
13
76
3e
-0
01

7.
52
61
81
1e
-0
01

7.
50
19
56
4e
-0
01

7.
65
12
93
9e
-0
01

0.
24
0

7.
44
45
74
0e
-0
01

7.
43
88
70
8e
-0
01

7.
45
51
63
1e
-0
01

7.
62
74
48
8e
-0
01

7.
95
60
98
5e
-0
01

7.
48
36
27
0e
-0
01

7.
45
87
43
6e
-0
01

7.
60
91
76
2e
-0
01

0.
24
5

7.
40
09
10
8e
-0
01

7.
39
48
54
5e
-0
01

7.
41
21
42
3e
-0
01

7.
58
61
63
1e
-0
01

7.
92
11
20
3e
-0
01

7.
44
14
44
6e
-0
01

7.
41
59
09
5e
-0
01

7.
56
73
68
7e
-0
01

0.
25
0

7.
35
75
95
2e
-0
01

7.
35
11
71
9e
-0
01

7.
36
94
93
8e
-0
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7 Figures

Figures for the lower and upper bounds for k0(n,α) and λn,α = 1/k0(n,α), the reciprocal of the optimal
constant. In the legenda with the figures the lower index "l" stands for one underbar of "k0", two lower indices
"ll" for two underbars, so "kll0" means k0; the same with "u" for an overbar.

7.1 Lower Bounds for Functional
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Fig. 1: Lower Bound 1: k0, n = 2.
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Fig. 2: Lower Bound 2: k0, n = 2, 3, 4, 5, and 10.

7.2 Comparison Functional with Lower Bounds for Functional
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Fig. 3: Lower Bounds 1 and 2 for k0: k0, k0, n = 2.
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Fig. 4: Lower Bound 2 for k0: k0, n = 3.

57



0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

α

k ll0
(4

)

kll0
k0  n = 4

Fig. 5: Lower Bounds 1 and 2 for k0: k0, k0, n = 4.
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Fig. 6: Lower Bound 2 for k0: k0, n = 5.
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Fig. 7: Lower Bound 2 for k0: k0, n = 10.
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7.3 Comparison Reciprocal Functional with Upper Bounds for Reciprocal Func-
tional
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Fig. 8: Upper Bounds 1 and 2 for 1/k0: 1/k0, 1/k0, n =

2.
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Fig. 9: Upper Bound 2 for 1/k0: 1/k0, n = 3.
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Fig. 10: Upper Bound 2 for 1/k0: 1/k0, n = 4.
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Fig. 11: Upper Bound 2 for 1/k0: 1/k0, n = 5.
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Fig. 12: Upper Bound 2 for 1/k0: 1/k0, n = 10.

7.4 Upper Bounds for Functional
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Fig. 13: Upper Bound 1: k0, n = 2, 3, 4, 5, and 10.
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Fig. 14: Upper Bound 2: k0, n = 2, 3, 4, 5, and 10.
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Fig. 15: Upper Bound 3: k0, n = 2, 3, 4, 5, and 10.
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Fig. 16: Upper Bound 4: kD,1, n = 2, 3, 4, 5, and 10.
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Fig. 17: Upper Bound 6: kD,2, n = 2, 3, 4, 5, and 10.
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Fig. 18: Upper Bound 6: kD,3, n = 2, 3, 4, 5, and 10.
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Fig. 19: Upper Bound 7: kI,1, n = 3, 4, 5, and 10.
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Fig. 20: Upper Bound 8: kI,2, n = 3, 4, 5, and 10.
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Fig. 21: Upper Bound 9: kI,3, n = 3, 4, 5, and 10.
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Fig. 22: Upper Bound 10: kL,V , n = 2, 3, 4, 5, and 10.
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Fig. 23: Upper Bound 11: kB, n = 3, 4, 5, and 10.

7.5 Comparison Functional with Upper Bounds for Functional
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Fig. 24: Upper Bounds 1, 2, 3, 4, 5 and 6 for k0:

k0, k0, k0, kD,1, kD,2, kD,3, n = 2.
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Fig. 25: Upper Bounds 1, 2, 3, 4, 5 and 6 for k0:

k0, k0, k0, kD,1, kD,2, kD,3, n = 3.
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Fig. 26: Upper Bounds 1, 2, 3, 4, 5 and 6 for k0:

k0, k0, k0, kD,1, kD,2, kD,3, n = 4.
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Fig. 27: Upper Bounds 1, 2, 3, 4, 5 and 6 for k0:

k0, k0, k0, kD,1, kD,2, kD,3, n = 5.
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Fig. 28: Upper Bounds 1, 2, 3, 4, 5 and 6 for k0:

k0, k0, k0, kD,1, kD,2, kD,3, n = 10.
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Fig. 29: Upper Bounds 7, 8 and 9 for k0:
kI,1, kI,2, kI,3, n = 3.
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Fig. 30: Upper Bounds 7, 8 and 9 for k0:
kI,1, kI,2, kI,3, n = 4.
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Fig. 31: Upper Bounds 7, 8 and 9 for k0:
kI,1, kI,2, kI,3, n = 5.
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Fig. 32: Upper Bounds 7, 8 and 9 for k0:
kI,1, kI,2, kI,3, n = 10.
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Fig. 33: Upper Bounds 10 and 4 for k0:
kL,V , kD,1, n = 2.
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Fig. 34: Upper Bounds 10, 11 and 4 for k0:
kL,V , kB, kD,1, n = 3.
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Fig. 35: Upper Bounds 10, 11 and 4 for k0:
kL,V , kB, kD,1, n = 4.
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Fig. 36: Upper Bounds 10, 11 and 4 for k0:
kL,V , kB, kD,1, n = 5.
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Fig. 37: Upper Bounds 10, 11 and 4 for k0:
kL,V , kB, kD,1, n = 10.
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7.6 Comparison Reciprocal Functional with Lower Bounds for Reciprocal Func-
tional
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Fig. 38: Lower Bounds 1, 2, 3, 4, 5 and 6 for 1/k0:

1/k0, 1/k0, 1/k0, 1/kD,1, 1/kD,2, 1/kD,3, n = 2.
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Fig. 39: Lower Bounds 1, 2, 3, 4, 5 and 6 for 1/k0:

1/k0, 1/k0, 1/k0, 1/kD,1, 1/kD,2, 1/kD,3, n = 3.
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Fig. 40: Lower Bounds 1, 2, 3, 4, 5 and 6 for 1/k0:

1/k0, 1/k0, 1/k0, 1/kD,1, 1/kD,2, 1/kD,3, n = 4.
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Fig. 41: Lower Bounds 1, 2, 3, 4, 5 and 6 for 1/k0:

1/k0, 1/k0, 1/k0, 1/kD,1, 1/kD,2, 1/kD,3, n = 5.
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Fig. 42: Lower Bounds 1, 2, 3, 4, 5 and 6 for 1/k0:

1/k0, 1/k0, 1/k0, 1/kD,1, 1/kD,2, 1/kD,3, n = 10.
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Fig. 43: Lower Bounds 7, 8 and 9 for 1/k0:
1/kI,1, 1/kI,2, 1/kI,3, n = 3.
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Fig. 44: Lower Bounds 7, 8 and 9 for 1/k0:
1/kI,1, 1/kI,2, 1/kI,3, n = 4.
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Fig. 45: Lower Bounds 7, 8 and 9 for 1/k0:
1/kI,1, 1/kI,2, 1/kI,3, n = 5.
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Fig. 46: Lower Bounds 7, 8 and 9 for 1/k0:
1/kI,1, 1/kI,2, 1/kI,3, n = 10.
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Fig. 47: Lower Bounds 10 and 4 for 1/k0:
1/kL,V , 1/kD,1, n = 2.
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Fig. 48: Lower Bounds 10, 11 and 4 for 1/k0:
1/kL,V , 1/kB, 1/kD,1, n = 3.
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Fig. 49: Lower Bounds 10, 11 and 4 for 1/k0:
1/kL,V , 1/kB, 1/kD,1, n = 4.
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Fig. 50: Lower Bounds 10, 11 and 4 for 1/k0:
1/kL,V , 1/kB, 1/kD,1, n = 5.
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Fig. 51: Lower Bounds 10, 11 and 4 for 1/k0:
1/kL,V , 1/kB, 1/kD,1, n = 10.
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